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一 类 四 阶 两 点 边 值 问题 多 个 正解 的 存在 性 ” 


冶 东 明 
(西北 师范 大 学 数学 与 信息 科学 学 院 ， 兰 州 730070) 


摘 要 : 两 端 简单 支撑 弹性 梁 的 形变 可 以 用 四 阶 常 微 分 方程 两 点 边 值 问 题 来 描述 。 由 于 其 在 物理 中 的 重要 
性 ， 已 有 许多 人 研究 了 该 类 问题 解 的 存在 性 ， 但 在 实际 应 用 中 该 类 问题 正解 以 及 多 个 正解 的 存在 
性 更 为 重要 。 本 文 应 用 锥 上 的 不 动 点 定理 ， 研 究 了 该 类 四 阶 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 多 个 正解 的 
存在 性 ， 给 出 了 该 类 问题 多 个 正解 存在 的 充分 条 件 ， 本 文 结果 推广 和 改进 了 一 些 已 知 结果 。 最 后 
给 出 一 例 作为 所 获 结果 的 应 用 。 
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分 类 号 : AMS(2000) 34B15; 34G20 中 图 分 类 号 : 0175.8 文献 标识 码 : A 
1 引言 


四 阶 两 点 边 值 问题 正解 的 存在 性 已 引起 人 们 的 广泛 关注 ， 并 且 已 经 取得 了 许多 深刻 的 结 
果 ， 见 文献 [1-5]。 
1995 年 ， 文 献 [1] 应 用 锥 上 的 不 动 点 定理 研究 了 四 阶 边 值 问题 


| uO) = f(t, ut), te (0,1), 
u(0) = (1) = (0) = wv (1)=0 
正解 的 存在 性 ， 其 结果 依赖 于 非 线 性 项 f(t,wv) 满足 超 线性 或 次 线性 条 件 。 
随后 ， 在 1997 年 ， 文 献 [3] 应 用 锥 上 的 不 动 点 定理 研究 了 四 阶 边 值 问题 
| ud(t) = h(t)F (ut), te (0,1), 
u(0) = wu) = (0) =w(1) =0 
多 个 正解 的 存在 性 。 
在 2003 年， 文献 [3] 应 用 不 动 点 指数 定理 研究 了 四 阶 边 值 问题 
(3) 


| wD) + Bu’(t) — oult) = f(t, u(t)), te (0,1), 
u(0) =u(l) =w(0) =w(1) =0 


正解 的 存在 性 ， 得 出 了 四 阶 边 值 问 题 (3) 有 一 个 正解 存在 的 结果 。 

受 以 上 工作 的 启发 ， 本 文 试图 考察 四 阶 边 值 问题 (3) 多 个 正解 的 存在 性 。 当 a = 8 = 0 时 ， 
问题 (3) 退化 为 问题 (1)， 当 a = 6 = 0, f(t,4) = h(t)f(w) 时 ， 问 题 (3) 退化 为 问题 (2)。 因 此 
本 文 的 结果 更 具有 一 般 性 。 | 
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本 文 总 假定 。 
(Hi) f : [0， 1] x [0， co) eid [0， co) 连续 ; 
(H2) a, BE RHB< 2r2， a > 一 62/4，a/r4 二 DB/r2 < 1。 
2 预备 知识 及 引 理 
设 CI0,3 为 定义 在 [0,1 上 的 连续 实 值 函 数 构 成 的 Banach 空间 ， 其 上 范 数 为 


jzll = sup {lz(D| | t € (0, 1}. 


记 
t, 
fo := liminf min Fu f° := lim sup max 作风 
4 一 0+ te[l0,1] 公 wm0+ teE[01] 忆 
t 
= := lim inf min fb f™ := lim sup max /( 2 
业 一 十 co tE[0,1] VU 怀 一 十 oo tE[01 化 


引 理 1m0 设 Gi(t,s), i 二 1,2 为 线性 边 值 问 题 


—u’(t)+ Nu(t) = 0, te (0,1), 
u(0) = wu(l)=0 


的 Green 函数 。 则 
(i) Gi(t,s) > 0, t,s € (0,1); 
(ii) Gi(t,s) < CiG:i(s,s), t, s € [0,1]; 
(iii) Gi(t, s) > 6i:Gi(t,t)Gi(s,s), t, s € [0, 1]， 其 中 C; > 0, 5; > 0 为 常数 ， 


到 一 B 士 V92 十 4a 


和 Al， 和 2 2 


是 2 二 BA-aw=0 的 两 个 根 。 
引 理 2 时 设 (H2) 成 立 ， 且 he Cl0,1]。 则 线性 边 值 问题 


| wD) + Bu (lt) — oult) = h(t), te (0,1), 
u(0) = wu) = ww(0) =w’(1)=0 
有 一 个 解 v。 进 一 步 人 
u(t) = y / G1(t,7)G2(7, s)h(s)dsdr7. (5) 
引 理 3 设 ( 瑟 ) 成 立 , 疡 e Cl0,1]， 且 h > 0。 则 线性 边 值 问题 (4) 的 解 刀 满足 
其 中 


1 
Mi= max Gi(s,s), mi= min Gi(s,s), Co 3 G1(7,T)G2(7, 7T)dr7. 
sé[0,1] sE[ 诗 ,3] 0 
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证 明 由 (5) 及 引 理 1 中 (i) 可 得 
下 
lull < cca0 人 G2(s, s)h(s)ds. (6) 
0 


再 由 (5)， 引 理 1 中 (ii) 以 及 (6) 可 得 


61 62Com!1 


1 
i > i > 一 一 一 一 一 5 
em > azCuGut 人 G2(s, s)h(s)ds > CCM | 


1 
tE[ 王 县 


3 ”主要 结果 及 证 阴 
定理 1 设 ( 硬 ) 和 (2) 成 立 。 设 存在 两 个 不 同 的 正常 数 入 , nm， 使 得 
flt, wu) < MA, (tu) € [0,1] x [0,N, (7) 
且 
F828, (se {37 | x lem (8) 


则 边 值 问题 (3) 至 少 有 一 个 正解 w， 且 lul| 在 入 ,mn 之 间 。 其 中 


4=(c/ { Gtrnean sasar) 


(6162maCo 人 Ga(s sjds) ， 全 过 ee 
证 明 不 难 验证 边 值 问题 (3) 等 价 于 积分 方程 
1 Ai 
u(t) S| / G1(t, 7)G2(7, s)f(s,u(s))dsdr := (Av)(t), 页 
0 0 


其 中 Gi(t, s), i = 1,2， 如 同 引 理 1 中 定义 。 记 
K= {ue Cl0,1) :ut) >0, min, ult) > ollull). 
tE[ 卫 ,3 
显然 ，K 是 C[0, 1 中 的 锥 。 由 引 理 3 易 知 AK C K。 容 易 验证 4 : K 一 KK 是 全 连续 算 子 。 
不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 入 < 7。 
取 Q1 = {ue Cl0,1] :ul < 和 则 当 we KNnaQi 时 ， 由 (9)， 引 理 1 中 (让 以 及 (7) 得 


于 1 
(ut = [ / GI GO (0, ua) dads 


1 pl 
< c.f/ / G1(7,7)G2{7, s)f(s, u(s))dsd7 


I 人 人 


1 pl 
caaf | G1(Tr,7T)Ga2(T;,s)dsd7 
0 Jo 


lall. 


| 


因此 las lull, we 天 maoi。 
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取 f22 = {ue Cl[0,1] :ul < 让 则 当 w & Kn69s 时 ， 有 w(t) < lull =n, te [0,1j， 又 
由 芭 的 定义 以 及 久 的 连续 性 ， 对 任意 的 te [二 3]， 有 


ult) > min w(t) > ollvll = on. 
te[#, 
因此 we€E KN6802， 有 on < w(t) < nm，t Ee 上 肝 ,3]。 再 由 (9)， 引 理 1 中 ( 阁 ) 以 及 (8) 可 得 


(Aw (3) > [A A 


1V 


1 ArArlil 
7nB6162 人 G1 ( 2 了 )c， (Tr,7)G2(7,7T)G2(s,s)dsd7 
0 /3 


Iv 


3 3 
4 4 一 
m6zCom 人 G2{s, s)ds[5162Com: 人 G2a(s, s)ds| 
1 
到 二 


lull. 


因此 jjAull > jlujl, w € K N ON. 

由 范 数 形式 的 锥 拉 伸 与 压缩 不 动 点 定理 ( 见 文 献 [6] ) 知 ，4 在 天 m (fz\Q1) 上 有 一 个 不 动 
点 4 满足 : 入 < lwl| < 7。 

注 1 (a) 设 有 :=Del0o,4)。 取 es=4- 厂 >0， 则 存在 充分 小 的 Xs > 0， 使 得 

ax YW 
sto 1] 全 

从 而 (t,w) € [0,1] x [0,Xs]， 有 f(t,u) < 4u<4X， 即 定理 1 中 (7) 满足 。 

(b) 设 


<e+Li1=4, vu € (0, Xa]， 


Es = Le (2, oo|. 
取 
= 一 万- 二 >0 


” 则 存在 m% > 0， 使 得 


t,u B 
A fy ,00). 
i eS E 十 了 2 uw € [71, 00) 


进一步 ， 取 充 分 大 的 72 > 0， 使 得 om > ns 则 
(, w) € [3 7]* x fc772,72]， 


. B .B 
fb) > Fu Fo0m = Br 
即 定理 1 中 (8) 满足 。 
(c) 设 
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取 
后 一 Ls 二 0, 
则 存在 充分 小 的 ms > 0， 使 得 
min f(b -Ee 十 L3= 2 UE (0, 73], 
tc[0,1] 亿 CT 


从 而 (t,wu) e 革 , 史 x [ons,ma] S [0,1] x [0,ms]， 有 


B B 
f(t, u) > 3 之 ogo 二 Bs, 


即 定理 1 中 (8) 满足 。 
(dj) 设 f% := La€ [0,4)。 取 e = 4 一 LK4>0， 则 存在 充分 大 的 和 A4 > 0， 使 得 
A vu € [Xa4, 00). (10) 
tEf0,1] 人 也 


mas 了 人 有 界 ， 即 存在 加 > 0， 对 (t,wu) € [0,1]x[0,00) 有 f(t,wu) < MM 时 ， 可取 A 入 s = 


卫 , 对 (t,w) E10,1] x[0,M] C {0,1 xl0,00), 有 f(t,u) < M= 4Xs。 
人 f(t, wu) 无 界 时 ， 存 在 和 Ae > 和 4 (Xe 充分 大 ) 以 及 to € [0,1]， 使 得 


ja < flto, Me), (t,%) € [0, 1 x {0, NX, 


上 式 结合 (10) 可 知 ，f(t,w) < f(to, 和 Xe) < 4X6。 
因此 ， 以 上 两 种 情形 定理 1 中 (7) 都 满足 。 
由 注 1 及 定理 1 可 得 如 下 推论 。 
推论 1 设 ( 瑟 ) 和 (已 ?) 成 立 ，4, B 如 同 定理 1 中 定义 。 若 以 下 两 条 件 之 一 满足 : 
日 f°:= Li € [0,A), fo := L2 € (2,o0]; 
(i) fo:= Ls€ (#2,o00], f™ := La € {0, A), 
则 边 值 问题 (3) 至 少 有 一 个 正解 。 
注 2 当 a = f6=0 时 ， 推论 1 是 文献 全 主要 结果 的 推广 。 推 论 1 从 以 下 两 个 方面 推广 了 文 
献 [1 的 主要 结果 。 
(i) 考虑 了 a, 8 关 0 的 情形 ; Gi) fo, f°, foo, f™ € [0,o%0]。 
推论 2 设 (三 ) 和 ( 刁 ?) 成 立 ，4, BB 如 同 定理 1 中 定义 。 若 以 下 两 条 件 成 立 。 
(h) fo:= Ls€ (二 ,00]， foo := L2 € (有 2, 00]; 
(ha) 存在 入 > 0， 使 得 f(t,u) < 入 A, (t,v) € [0,1] x [0, 入 "]， 
则 边 值 问题 (3) 至 少 有 两 个 正解 Ul 和 2L2， 且 0 < Ul < 和 < U2 1|。 
注 3 当 a=6=0 f(t,u) = h(t)f(w) 时 ， 推 论 2 是 文献 [2 定理 1 的 推广 。 推 论 2 从 以 下 
两 个 方面 推广 了 文献 [2] 定理 1。 
(i) 考虑 了 a, 6 关 0 的 情形 ; 
(ii) fo, f°, fo, f™ € [0,o%0]. 
推论 3 设 ( 醒 ) 和 (HH2) 成 立 ，A, B 如同 定理 1 中 定义 。 车 以 下 两 条 件 成 立 。 
(hs) # :二 LiE€ [0, 4)， fF™ :一 了 4 GE [0， 4); 
(ha) 存在 w* > 0， 使 得 


1 3 
f(t,u) 之 ?六 号 ， (t, wu) € [a 7 | x [c7 ,77 ]， 
则 边 值 问题 (3) 至 少 有 两 个 正解 刀 和 w， 且 0 <|| wu < 六 <lluwa |。 
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4 ”应 用 举例 
梁 是 工程 上 的 重要 组 件 之 一 ， 两 端 简单 支撑 弹性 梁 的 形变 可 以 用 以 下 四 阶 边 值 问题 来 描述 


u(t) = f(t, ut)), te (0,1), 
u(0) = wu(1) = w’(0) = w’(1) = 0. 


(11) 


令 f(t,w) 三 1。 则 容易 验证 条 件 ( 本 ), (H2) 满 足 ， 且 fo = co，jfee = 0。 因 此 可 根据 推 
论 1 推 知 ， 四 阶 边 值 问 题 (11) 至 少 有 一 个 正解 ww。 事实 上 ， 可 以 验证 u(t) = 去 ( 秦 一 2 如 十 如 就 
是 四 阶 边 值 问题 (11) 的 一 个 正解 。 

致谢 : 感谢 审 稿 人 对 本 文 提出 的 宝贵 建议 。 
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Existence of Multiple Positive Solutions for a Class of Fourth-order 
Two-point Boundary Value Problems 


YAN Dong-ming 


(College of Mathematics and Information Science, Northwest Normal University, Lanzhou 730070) 


Abstract: The deformations of an elastic beam in equilibrium state, whose two ends are simply 
supported, can be described by a fourth-order ordinary differential equation boundary value problem. 
Owing to its importance in physics, the existence of solutions to this problem has been studied by many 
authors. But in practice, only its positive solution is significant. The existence of multiple positive 
solutions for some fourth-order two-point boundary value problems are obtained by using the fixed 
point theorem in cone. The obtained results improve and extend the existing results partially. In the 
end, an example is presented to illustrate the application of the obtained results. 

Keywords: fourth-order boundary value problem; cone; multiple positive solutions; existence 
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